FEN EDEBIYAT
FAKULTESI

OZET

Bu tez calismasi, modiil ve modiil cesitlerini okuyucuya daha anlasilir bir sekilde aktarabilmek amaciyla gerekli tanimlamalari icermektedir. Ozellikle teorem ve dnerme yogunlugundan kacinilarak, tanimlarin daha net ve acik bir sekilde anlasilmasi icin
dogrudan ornekler kullanilmistir. Bu tezde, modiil ve modul cesitleri ayrintili bir sekilde ele alinmis ve bu kavramlarin pratikte nasil kullanildigi 6rneklerle incelenmistir. Boylece, okuyuculara tezin konusuna iliskin derin bir anlayis kazandiriimistir.

MODUL TANIMI VE ORNEKLERI

Tanim : R degismeli bir halka ve M degismeli bir grup olsun.
-:RXM - M

o« n
0

Seklinde tanimlanmis fonksiyon var ve asagidaki oOzellikler sagliyorsa M degismeli grubuna fonksiyonu ile R

uzerinde modul veya kisaca R — modul denir.
l1.Her ré€R vem,m' € Micinr-(m+m')=r-m+r-m’;
2Her r, ™ €R vemeMicin(r+r)-m=r-m+r'-m;
3.Her r, " € R vem € Micin(rr’) - m=r- (" -m);

4.Her me M ve 1p€Rigin  1p-m =m;

Ornek : R bir halka olsun. R Degismeli halkasi R — modiildiir.

Ornek: G bir degismeli grubu asagida tanimli fonksiyon ile beraber bir Z — moduildiir.
XG> G
gtg+-+g (ndefa) ,n>0
n-g= O¢ ,n=20
(=9) +(=9) + -+ (=9) (ndefa) ,n <0

ALT MODUL TANIMI VE ORNEKLERI

Tanim: M degismeli grubu R halkasi Uzerinde bir modil ve G, M grubunun alt kiimesi olsun. Eger G kendi icinde M
‘nin islemleri ile bir R —modil oluyorsa G ye M ‘nin alt moduli veya M ‘nin bir R —alt moduliadur denir.

Ornek: R degismeli halkasi bir R-modiil ve Ida R’nin bir ideali olsun. I ,R ‘nin bir R-altmodiiltiddir.

Ornek: M bir R-modiil ve xEM olsun. Rx={rx:r€R} kiimesi M’nin bir R-alt modiludir.

DEVIRLI ALT MODUL TANIMI VE ORNEKLERI

Tanim: M bir R —modiil olsun. x € M igin,
(x)={r-x:r€eR,}

Seklinde tanimlanan kiimeye x elemani ile tretilen devirli R —alt modul denir.

Ornek: (Zg, +) degismeli grubu
/AN Z6 — Z6
(n,m) > n-m=nm

Seklinde tanimli fonksiyonla beraber bir Z — modildiir. Ayrica Zg ‘nin alt grubu olan {0,2,4}, Zg ‘nin bir devirli
Z. —alt moduldur.

Ornek: Her R halkasi kendi tizerinde bir devirli R —modlddir.

SERBEST MODUL TANIMI VE ORNEKLERI

Tanim: M bir R —modul olsun. M'nin R —bagimsiz bir Grete¢ kiimesi var ise M bir serbest R —moduldir ve bu kiimeye
R’nin bazi veya tabani denir.
Ornek: Her R degismeli halkasi kendi Gizerinde bir serbest modiildiir.

Ornek: R3 degismeli grubu asagidaki sekilde tanimli fonksiyonla beraber R degismeli halkasi tizerinde bir moduldiir
ve ayrica R3 bir serbest R —modiilddir.

T RxR3 > R3
(n, (x1:3’1»Z1)) —n- (x1;}’1»Z1) = Tl(xl;}’LZl) == (nxl;nyl;nzl)

PROJEKTIF MODUL VE ORNEKLERI

Tanim: M bir R —modil olsun. Eger M modulu icin asagida verilen teoremin sartlarindan en az birisi saglaniyor ise M
ye projektif R —modul denir.

Teorem: M, N ve P R —modaiil olsunlar. Bu R —modiller icin asagidaki dnermeler birbirine denktirler.

f
1- M—-P - 0
Seklinde verilmis bir R —modil epimorfizmasi icin fa =1, olacak sekilde bir a:P - M, R — moddl
homomorfizmasi vardir.

2- P modiili bir F serbest R —moddlinde direkt toplamin terimidir.

g
3- Verilen her M—>N — 0 R —modil epimorfizmasive h:P — N, R —modil homomorfizmasi icin dyle bir
h:P - M R —modiil homomorfizmasi vardir ki gh = h olur.

Ornek: Her vektor uzayi bir projektif moduldir.

INJEKTIF MODUL VE ORNEKLERI

Tanim: R bir halka olsun. Asagidaki teoremin sartlarindan birini saglayan R —modilline injektif modul denir

Teorem: R bir halka ve E bir R —modail olsun.
f
1. Her0 — E = L,R —monomorfizmaslii¢in af = 1 olacak bigcimde bir a: L = E, R —homomorfizmi vardir.
2. Her 0 - MiN , R —monomorfizmi ve her h: M - E R —homomorfizmi i¢in h = ﬁg olacak bicimde bir i: N = E,

R —homomorfizmi vardir.

Ornek: Bir cisim lizerinde modiil yapisina sahip olan vektdr uzaylari injektiftir.

CARPIMSAL MODUL VE ORNEKLERI

Tanim: M bir R —modul ve ve I, R halkasinin bir ideali olsun. Her N alt modulu N = IM seklinde ifade edilebiliyorsa M
ye carpimsal modul denir.

Ornek: Carpimsal idealler carpimsal modiildiirler.

Ornek: Her R — halkasi kendi lzerinde bir carpimsal moddildiir. Ciinkii R halkasinin her I ideali I = IR biciminde
CHIELJ#

ASALIMSI ALT MODUL VE ORNEKLERI

Tanim: N , M’nin asikar olmayan bir R —alt modilu olsun. Eger r,s € Rve m € M icin rm € N, m € N olmasi bir n
pozitif tamsayisi icin r™ € (N: M) olmasini gerektiriyorsa N ye asalimsi alt modil denir.

Ornek: R bir halka olsun. R halkasinin her asal ideali bir R — asalimsi alt moduldr.

Ornek: R =7Z ve M = Z[x] olmak iizere N = (2Z)[x] olsun. Bu durumda (N: M) = 2Z olur ve N alt modiilii, M de
asalimsi R —alt modul olur.

ASAL ALT MODUL VE ORNEKLERI

Tanim: N , M nin asikar olmayan bir R —alt moduld olsun. Eger her r € R,m € M icin rm € N olmasim € N veyar €
(N: M) ifadelerini gerektiriyorsa N ye asal M nin R —asal alt moduli denir.

Ornek: R halkasinin her asal ideali R nin bir R —asal alt modilidiir.

Ornek: 2Z @ Z , Z @D Z nin asal Z — alt moduiliidiir fakat 2Z @ Z , Z @ Z nin asal Z — alt modili degildir.

SONUC

Bu tez ¢alismasi, modul tanimlari ve teoremler lGzerinde yapilan analizlerle 6nemli ¢ikarimlar elde edilmistir. Elde edilen
cikarimlar, genel 6rneklerden yola ¢ikarak 6zel 6rnekler olusturmayr mimkin kilmistir. Bu 6zel 6rnekler sayesinde, daha
once 6grenilmis olan vektor uzayi ve benzeri kavramlarin genel yapilarina daha derin bir sekilde hakim olunmustur.
Ayrica, calismanin sonuclari, matematiksel teorem ve modil tanimlarinin pratige uygulanabilirligini gdostermistir. Bu
calisma, vektér uzayi ve benzeri kavramlara iliskin daha genel bir anlayisin elde edilmesini saglamistir. Orneklerin
incelenmesiyle, bu kavramlarin nasil farkli durumlarda kullanilabilecegi ve nasil genellestirilebilecegi daha iyi anlasiimistir.
Ayni zamanda, calisma matematiksel dislince strecini gelistirmek ve matematiksel bilgilerin daha derinlemesine
anlasilmasini saglamak amaciyla 6nemli bir katki sunmustur. Sonug olarak, bu tez calismasi, modil tanimlari ve teoremler
uzerinde yapilan ¢ikarimlarin matematiksel bilginin gliclendiriimesinde 6nemli bir rol oynamistir
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