
ÖZET
Bu tez çalışması, modül ve modül çeşitlerini okuyucuya daha anlaşılır bir şekilde aktarabilmek amacıyla gerekli tanımlamaları içermektedir. Özellikle teorem ve önerme yoğunluğundan kaçınılarak, tanımların daha net ve açık bir şekilde anlaşılması için

doğrudan örnekler kullanılmıştır. Bu tezde, modül ve modül çeşitleri ayrıntılı bir şekilde ele alınmış ve bu kavramların pratikte nasıl kullanıldığı örneklerle incelenmiştir. Böylece, okuyuculara tezin konusuna ilişkin derin bir anlayış kazandırılmıştır.

MODÜL TANIMI VE ÖRNEKLERİ

Tanım : 𝑅 değişmeli bir halka ve Μ değişmeli bir grup olsun.

∙ ∶ 𝑹 ×𝚳 → 𝚳

Şeklinde tanımlanmış fonksiyon var ve aşağıdaki özellikler sağlıyorsa Μ değişmeli grubuna “∙ " fonksiyonu ile 𝑅

üzerinde modül veya kısaca 𝑅 − modül denir.

1.Her 𝑟 ∈ 𝑅 ve 𝑚,𝑚′ ∈ Μ için 𝑟 ∙ 𝑚 +𝑚′ = 𝑟 ∙ 𝑚 + 𝑟 ∙ 𝑚′;

2.Her 𝑟, 𝑟′ ∈ 𝑅 ve 𝑚 ∈ Μ için 𝑟 + 𝑟′ ∙ 𝑚 = 𝑟 ∙ 𝑚 + 𝑟′ ∙ 𝑚;

3.Her 𝑟, 𝑟′ ∈ 𝑅 ve 𝑚 ∈ Μ için 𝑟𝑟′ ∙ 𝑚 = 𝑟 ∙ 𝑟′ ∙ 𝑚 ;

4.Her 𝑚 ∈ 𝑀 ve 1𝑅∈ 𝑅 için 1𝑅∙ 𝑚 = 𝑚;

Örnek : 𝑅 bir halka olsun. 𝑅 Değişmeli halkası 𝑅 − modüldür.

Örnek: 𝐺 bir değişmeli grubu aşağıda tanımlı fonksiyon ile beraber bir ℤ − modüldür.
∙ ∶ ℤ × 𝑮 → 𝑮

𝑛 ∙ 𝑔 = ቐ

𝑔 + 𝑔 +⋯+ 𝑔
0𝐺

−𝑔 + −𝑔 +⋯+ (−𝑔)

𝑛 𝑑𝑒𝑓𝑎 , 𝑛 > 0
, 𝑛 = 0

𝑛 𝑑𝑒𝑓𝑎 , 𝑛 < 0

ALT MODÜL TANIMI  VE ÖRNEKLERİ

Tanım: 𝛭 değişmeli grubu 𝑅 halkası üzerinde bir modül ve 𝐺, 𝛭 grubunun alt kümesi olsun. Eğer 𝐺 kendi içinde 𝛭

‘nin işlemleri ile bir 𝑅 −modül oluyorsa 𝐺 ye 𝛭 ‘nin alt modülü veya 𝛭 ‘nin bir 𝑅 −alt modülüdür denir.

Örnek: R değişmeli halkası bir R-modül ve Ida R’nin bir ideali olsun. I ,R ‘nin bir R-altmodülüdür.

Örnek: M bir R-modül ve x∈M olsun. Rx={rx∶r∈R} kümesi M’nin bir R-alt modülüdür.

DEVİRLİ ALT MODÜL TANIMI VE ÖRNEKLERİ
Tanım: 𝑀 bir 𝑅 −modül olsun. 𝑥 ∈ 𝑀 için,

𝑥 = {𝑟 ∙ 𝑥 ∶ 𝑟 ∈ 𝑅 , }

Şeklinde tanımlanan kümeye 𝑥 elemanı ile üretilen devirli 𝑅 −alt modül denir.

Örnek: (ℤ𝟔, +) değişmeli grubu
∙ ∶ ℤ × ℤ𝟔 ⟶ ℤ𝟔

𝑛, ഥ𝑚 ⟶ 𝑛 ∙ ഥ𝑚 = 𝑛𝑚

Şeklinde tanımlı fonksiyonla beraber bir ℤ − modüldür. Ayrıca ℤ𝟔 ‘nın alt grubu olan ത0, ത2, ത4 , ℤ𝟔 ‘nın bir devirli
ℤ −alt modüldür.

Örnek: Her 𝑅 halkası kendi üzerinde bir devirli 𝑅 −modüldür.

SERBEST MODÜL TANIMI VE ÖRNEKLERİ

Tanım: 𝑀 bir 𝑅 −modül olsun. 𝑀’nin 𝑅 −bağımsız bir üreteç kümesi var ise 𝑀 bir serbest 𝑅 −modüldür ve bu kümeye 
𝑅’nin bazı veya tabanı denir.
Örnek: Her 𝑅 değişmeli halkası kendi üzerinde bir serbest modüldür.

Örnek: ℝ𝟑 değişmeli grubu aşağıdaki şekilde tanımlı fonksiyonla beraber ℝ değişmeli halkası üzerinde bir modüldür

ve ayrıca ℝ𝟑 bir serbest ℝ−modüldür.

∙ ∶ ℝ × ℝ𝟑 → ℝ𝟑

𝑛, 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1 ⟼ 𝑛 ∙ 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1 = 𝑛 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1 = 𝑛𝑥1, 𝑛𝑦1, 𝑛𝑧1

PROJEKTİF MODÜL VE ÖRNEKLERİ

Tanım: 𝑀 bir 𝑅 −modül olsun. Eğer 𝑀 modülü için aşağıda verilen teoremin şartlarından en az birisi sağlanıyor ise 𝑀
ye projektif 𝑅 −modül denir.

Teorem: 𝑀,𝑁 ve 𝑃 𝑅 −modül olsunlar. Bu 𝑅 −modüller için aşağıdaki önermeler birbirine denktirler.

1- 𝑀→
𝑓
𝑃 → 0

Şeklinde verilmiş bir 𝑅 − modül epimorfizması için 𝑓𝛼 = 1𝑝 olacak şekilde bir 𝛼: 𝑃 → 𝑀 , 𝑅 − modül

homomorfizması vardır.

2- 𝑃 modülü bir 𝐹 serbest 𝑅 −modülünde direkt toplamın terimidir.

3- Verilen her   𝑀→
𝑔
𝑁 → 0 𝑅 −modül epimorfizması ve    ℎ: 𝑃 → 𝑁, 𝑅 −modül homomorfizması için öyle bir 

෨ℎ: 𝑃 → 𝑀 𝑅 −modül homomorfizması vardır ki 𝑔෨ℎ = ℎ olur. 

Örnek: Her vektör uzayı bir projektif modüldür.

İNJEKTİF MODÜL VE ÖRNEKLERİ

Tanım: 𝑅 bir halka olsun. Aşağıdaki teoremin şartlarından birini sağlayan 𝑅 −modülüne injektif modül denir

Teorem: 𝑅 bir halka ve 𝐸 bir 𝑅 −modül olsun.

1. Her 0 → 𝐸→
𝑓
𝐿, 𝑅 −monomorfizması için 𝛼𝑓 = 1𝐸 olacak biçimde bir 𝛼: 𝐿 → 𝐸, 𝑅 −homomorfizmi vardır.

2. Her 0 → 𝑀→
𝑔
𝑁 , 𝑅 −monomorfizmi ve her ℎ:𝑀 → 𝐸 𝑅 −homomorfizmi için ℎ = ෨ℎ𝑔 olacak biçimde bir ෨ℎ: 𝑁 → 𝐸,

𝑅 −homomorfizmi vardır.

Örnek: Bir cisim üzerinde modül yapısına sahip olan vektör uzayları injektiftir.

ÇARPIMSAL MODÜL VE ÖRNEKLERİ

Tanım: 𝑀 bir 𝑅 −modül ve ve 𝐼, 𝑅 halkasının bir ideali olsun. Her 𝑁 alt modülü 𝑁 = 𝐼𝑀 şeklinde ifade edilebiliyorsa 𝑀
ye çarpımsal modül denir.

Örnek: Çarpımsal idealler çarpımsal modüldürler.

Örnek: Her 𝑅 − halkası kendi üzerinde bir çarpımsal modüldür. Çünkü 𝑅 halkasının her 𝐼 ideali 𝐼 = 𝐼𝑅 biçiminde
yazılabilir.

ASALIMSI ALT MODÜL VE ÖRNEKLERİ

Tanım: 𝑁 , 𝑀’nin aşikar olmayan bir 𝑅 −alt modülü olsun. Eğer 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 ve 𝑚 ∈ 𝑀 için 𝑟𝑚 ∈ 𝑁, 𝑚 ∉ 𝑁 olması bir 𝑛
pozitif tamsayısı için 𝑟𝑛 ∈ (𝑁:𝑀) olmasını gerektiriyorsa 𝑁 ye asalımsı alt modül denir.

Örnek: 𝑅 bir halka olsun. 𝑅 halkasının her asal ideali bir 𝑅 − asalımsı alt modüldür.

Örnek: 𝑅 = ℤ ve 𝑀 = ℤ[𝑥] olmak üzere 𝑁 = (2ℤ)[𝑥] olsun. Bu durumda (𝑁: 𝑀) = 2ℤ olur ve 𝑁 alt modülü, 𝑀 de

asalımsı 𝑅 −alt modül olur.

ASAL ALT MODÜL VE ÖRNEKLERİ

Tanım: 𝑁 , 𝑀 nin aşikar olmayan bir 𝑅 −alt modülü olsun. Eğer her  𝑟 ∈ 𝑅,𝑚 ∈ 𝑀 için  𝑟𝑚 ∈ 𝑁 olması 𝑚 ∈ 𝑁 veya 𝑟 ∈

(𝑁:𝑀) ifadelerini gerektiriyorsa 𝑁 ye asal 𝑀 nin  𝑅 −asal alt modülü denir.

Örnek: 𝑅 halkasının her asal ideali 𝑅 nin bir 𝑅 −asal alt modülüdür.

Örnek: 2ℤ⊕ ℤ , ℤ⊕ ℤ nin asal ℤ − alt modülüdür fakat 2ℤ⊕ ℤ , ℤ⊕ ℤ nin asal ℤ − alt modülü değildir.

SONUÇ

Bu tez çalışması, modül tanımları ve teoremler üzerinde yapılan analizlerle önemli çıkarımlar elde edilmiştir. Elde edilen 
çıkarımlar, genel örneklerden yola çıkarak özel örnekler oluşturmayı mümkün kılmıştır. Bu özel örnekler sayesinde, daha 
önce öğrenilmiş olan vektör uzayı ve benzeri kavramların genel yapılarına daha derin bir şekilde hakim olunmuştur. 
Ayrıca, çalışmanın sonuçları, matematiksel teorem ve modül tanımlarının pratiğe uygulanabilirliğini göstermiştir. Bu 
çalışma, vektör uzayı ve benzeri kavramlara ilişkin daha genel bir anlayışın elde edilmesini sağlamıştır. Örneklerin 
incelenmesiyle, bu kavramların nasıl farklı durumlarda kullanılabileceği ve nasıl genelleştirilebileceği daha iyi anlaşılmıştır.
Aynı zamanda, çalışma matematiksel düşünce sürecini geliştirmek ve matematiksel bilgilerin daha derinlemesine 
anlaşılmasını sağlamak amacıyla önemli bir katkı sunmuştur. Sonuç olarak, bu tez çalışması, modül tanımları ve teoremler 
üzerinde yapılan çıkarımların matematiksel bilginin güçlendirilmesinde önemli bir rol oynamıştır
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